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La philosophie est écrite dans cet immense livre qui se tient toujours ouvert devant
nos yeux, je veux dire l’Univers, mais on ne peut le comprendre si l’on ne s’applique
d’abord à en comprendre la langue et à connaître les caractères avec lesquels il est
écrit.

Il est écrit dans la langue mathématique et ses caractères sont des triangles, des cercles
et autres figures géométriques, sans le moyen desquels il est humainement impossible
d’en comprendre un mot. Sans eux, c’est une errance vaine dans un labyrinthe obscur.

Galilée, L’Essayeur, 1623
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Avant-propos

En mathématiques, le groupe est une structure algébrique fondamentale issue de la
théorie des nombres et de la théorie des équations algébriques, la terminologie groupe
étant due à Evariste Galois qui a utilisé au début du 19ème siècle le mot groupe au
sens de regroupement pour des transformations.

Dans la nature et dans les différents domaines d’activité de l’homme, le domaine
d’application de cette notion mathématique est très vaste.
Nous pouvons par exemple percevoir, à l’échelle macroscopique, la notion de groupe
de symétrie dans des expériences familières : retourner la main, paume en bas ou en
haut, c’est utiliser un groupe de transformation à deux éléments, l’identité et une
rotation de 180° autour de l’axe du bras. Autre exemple : faire fonctionner une porte
à tambour, c’est utiliser un groupe continu, celui de toutes les rotations autour d’un
axe.
Lorsqu’on observe au niveau microscopique un diamant, c’est-à-dire un cristal de
carbone pur, on peut mettre en évidence des axes de rotation ou des plans de symétrie
laissant les atomes de carbone invariants, lors d’un ensemble d’opérations de symétrie
ayant une structure de groupe.

Il est aussi bien connu que les transformations qui permettent de passer d’un repère
inertiel à un autre repère inertiel forment un groupe : le groupe de Galilée en physique
classique En relativité restreinte, Henri Poincaré a montré que les transformations de
Lorentz, les translations d’espace et de temps et les rotations forment ensemble un
groupe de symétrie, appelé groupe de Poincaré.

L’application essentielle de la théorie des groupes que nous présentons ici se fait
dans le domaine de la physique quantique et en particulier, en physique atomique, en
physique moléculaire et en physique du solide.
Nous n’aborderons pas la notion de symétrie spontanément brisée. Un exemple clas-
sique est la cristallisation d’un liquide. Les symétries spontanément brisées sont l’élé-
ment essentiel des tentatives théoriques actuelles d’unification des forces fondamen-
tales.

L’étude quantique des groupes de transformation de symétries et de leur représenta-
tion dans l’espace des états a principalement trois objectifs :
– caractériser les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes,
– expliquer la levée de dégénérescence d’un niveau d’énergie, sous l’effet d’une per-

turbation,
– déterminer les règles de sélection des transitions entre niveaux d’énergie.

Le but est ici d’initier les étudiants en licence ou master de physique, aux applications
des groupes de transformation de symétrie.
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Avant-propos

Les notions mathématiques sont introduites progressivement, au fur et à mesure des
besoins. Les théorèmes ne sont démontrés que lorsque cela permet de donner quelques
éclaircissements sur la théorie et lorsque la démonstration est assez rapide.
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1
Les transformations de symétrie

Le mot symétrie avait plutôt pour les grecs le sens de juste proportion et il s’appliquait
surtout aux arts. Le sens actuel de ce mot est plus géométrique : on parle de symétrie
d’un objet par rapport à une droite, un plan, ou un point, ou encore de symétrie de
rotation. Il en existe dans la nature de nombreux exemples : les cristaux de neige, de
nombreuses fleurs, des animaux unicellulaires ; tous les solides cristallins possèdent de
telles propriétés de symétrie.
Dans le langage scientifique le mot symétrie a un sens plus général : il désigne toute
transformation qui laisse invariant un système, une loi physique ou une grandeur
physique.

1.1 Définitions

– Transformations de symétrie.
On appelle transformations (ou opérations) de symétrie d’un système physique,
les opérations qui amènent le système à coïncider avec lui-même. On dit aussi plus
brièvement : symétries du système.

– Produit de deux symétries.
Une transformation de symétrie peut correspondre à la succession de deux ou
plusieurs opérations de symétrie. Soient A et B deux opérations de symétrie suc-
cessives, effectuées dans cet ordre. La transformation résultante est appelée produit
et notée C = BA

Notons qu’en général, ce produit n’est pas commutatif (BA 6= AB).

1.2 Les différents types de symétries géométriques

Il existe trois types fondamentaux de symétrie géométrique :
– la rotation d’un angle donné autour d’un axe donné ;
– la réflexion (ou symétrie par rapport à un plan, ou miroir) ;
– la translation.
Ce dernier type de symétrie ne peut naturellement exister que pour un milieu idéa-
lement considéré comme illimité, par exemple un réseau cristallin. Un corps de di-
mensions finies comme une molécule, ne peut évidemment pas posséder la symétrie
de translation.

# 15

15



Chapitre 1 Les transformations de symétrie

1.2.1 La symétrie de rotation

Les notations habituellement employées sont les suivantes :
– Cn : rotation d’un angle φ =

2π

n
autour d’un axe (n entier).

Cet axe de rotation est dit d’ordre n ou axe n-aire.
– Cp

n : rotation d’un angle φ = p
(2π
n

)
autour d’un axe n-aire, p étant un entier.

Remarques
– C1 correspond à une rotation d’angle 2π (ou d’angle 0). Cette opération coïncide

avec la transformation identité E.
– Cp

n = Cn/p si n est multiple de p.

Par exemple, C3
6 correspond à la rotation d’un angle 3× 2π

6
= π c’est-à-dire à

C3
6 = C6/3 = C2.

– Cn
n = C1

1 = C1 = E

1.2.2 La symétrie de réflexion

Si un objet se superpose avec lui-même après une réflexion dans un plan, celui-ci est
appelé plan de symétrie. Les réflexions dans un plan de symétrie sont notées σ.

On a les relations évidentes :
σ2 = E

σn = E si n est pair
σn = σ si n est impair

Si le plan de symétrie est perpendiculaire à un axe
de symétrie d’ordre n on note en général la réflexion
σh, l’indice h signifiant « horizontal » (l’usage est de
qualifier l’axe de rotation de « vertical »).

Si le plan de symétrie contient un axe d’ordre n, on
la note σv l’indice v signifiant « vertical ».

v

h

C n

σ

σ

Fig. 1.1 – Plans de réflexion et
axe n -aire.

1.2.3 L'inversion I

C’est la symétrie par rapport à un point Ω dénommé centre d’inversion (ou centre de
symétrie).
Si le centre d’inversion se trouve à l’origine d’un système de coordonnées cartésiennes,
le système est invariant par un changement du signe des coordonnées, soit (x,y,z) en
(−x,− y,− z).
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1.2 Les différents types de symétries géométriques

Exemple : La molécule d’éthylène C2H4.
Contrairement aux axes de rotation ou aux plans de
réflexion, une molécule possède au plus un seul centre
d’inversion O.

Propriété de l’inversion I :
I σh = σh I = C2

I C2 = C2 I = σh

H

H

H

H

O

Fig. 1.2 – La molécule C2H4

Les opérations C2, σh et I sont donc interdépendantes : la présence de deux d’entre
elles entraîne la présence de la troisième.

1.2.4 La rotation-réflexion (ou rotation impropre) Sn

Si la rotation Cn d’ordre n, suivie d’une réflexion σh dans un plan perpendiculaire à
l’axe de rotation, amène le système en coïncidence avec lui-même, on dit que celui-
ci possède un axe de rotation-réflexion d’ordre n. Cette opération de symétrie est
notée Sn (cf. Fig. 1.3).

Sn = Cn σh = σhCn

.

.P"

P

P'

Cn

sh

.

Fig. 1.3 – La rotation-réflexion.

.

P"

P P'

C2

sh

.

.

O

Fig. 1.4 – La rotation-réflexion S2.

Notons que les deux opérations Cn et σh ne sont pas obligatoirement des opérations
de symétrie du système :
– Si n est pair :

Sn
n = Cn

n σ
n
h = E E = E

– Si n est impair :
Sn

n = E σh = σh

et dans ce cas Cn et σh sont des opérations de symétrie du système.

Remarque :
S2 = C2 σh = I
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Chapitre 1 Les transformations de symétrie

Exemple : la molécule de méthane CH4

L’atome de carbone occupe le centre d’un tétra-
èdre régulier dont les sommets sont occupés par les
atomes d’hydrogène. La molécule possède des axes
de symétrie de type S4. En effet, tout atome H se
superpose à un autre atome H par rotation-réflexion
σhCn autour de l’axe vertical et du plan perpendicu-
laire contenant l’atome de carbone.

H

H

H
H

C

S
4

Fig. 1.5 – La molécule CH4.

1.2.5 Associativité du produit de deux opérations de symétrie

Théorème

Le produit de plusieurs opérations de symétrie géométriques est as-
sociatif, c’est-à-dire que si A, B et C sont des opérations de symétrie
du système, alors :

A(BC) = (AB)C

Pour établir le théorème il suffit de remarquer que ceci est vrai pour les trois opérations
fondamentales : rotation, réflexion et translation.

Remarque :
On a coutume de désigner par la même notation l’opération de symétrie et l’élément
correspondant. On dira par exemple la rotation Cn et l’axe Cn d’ordre n.

Exemple 1
Considérons deux rotations C2 et C ′2 autour de
deux axes concourants Oa et Ob et formant un
angle θ. Montrons que le produit C2 C

′
2 est une

rotation d’angle 2θ autour d’un axe passant par
le point O et perpendiculaire aux deux premiers.
Le produit de deux rotations est un déplacement :
s’il existe un axe invariant, c’est une rotation au-
tour de cet axe. Considérons un point P sur la
perpendiculaire en O à Oa et Ob.

Fig. 1.6 – Produit des rotations
C2C

′
2.

La rotation C ′2 amène P en P ′, Oa en Oa′ et laisse Ob invariant. La rotation C2

amène ensuite P ′ en P , Ob en Ob′ et laisse Oa′ invariant. Les points de la droite
PP ′ sont donc invariants : la droite PP ′ est donc l’axe de rotation. On obtient l’angle
de rotation en remarquant que Oa′ et Ob′ font, respectivement avec Oa et Ob, l’angle
2θ.
Le produit C2 C

′
2 n’est pas commutatif : en inversant l’ordre des deux rotations on

obtient aussi une rotation d’angle 2θ, mais de sens inverse.
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1.2 Les différents types de symétries géométriques

Exemple 2
Montrer que le produit de deux réflexions σv et
σ′v dans deux plans formant un dièdre d’angle φ
donne une rotation d’angle 2φ autour de la droite
d’intersection ∆ des deux plans. Le produit est-il
commutatif ? On a (figure 1.7) :

P
σ′v−→ P ′

σv−→ P ′′ Fig. 1.7 – Produit de deux rotations
de π autour des axes Oa et Ob.

La relation σv σ
′
v = C (2φ) est évidente d’après la figure 1.7.

Ce produit est non commutatif car l’inversion des facteurs change le sens de la rota-
tion.
Notons que la relation ci-dessus montre l’interdépendance des trois opérations : l’exis-
tence de deux d’entre elles entraîne celle de la troisième.

Etudions les cas où φ = π/2 ; φ = π/3 et φ = π/6 :
Pour φ = π/3 il y a trois réflexions σv,σ

′
v,σ
′′
v en plus de la rotation C3.

σ′v = σv C3 et σ′′v = σ′vC3 = σv C
2
3

Pour φ = π/6 on trouve de même six réflexions.

σ

φ

v

σ'v

σv

σ'v σ"v

= π φ= π φ= π
2 3 6

C2 C3 C 6

Fig. 1.8 – Cas particuliers suivant diverses valeurs de φ.

Exercice
Montrer la commutativité des différents produits suivants :

1) Deux réflexions dans des plans perpendiculaires.
2) Deux rotations d’angle π autour de deux axes concourants perpendiculaires.
3) Une rotation d’angle φ et une inversion par rapport à un point de l’axe de

rotation.
4) Deux rotations successives autour d’un même axe.
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Symétrie et matière
Théorie des groupes en physique de la matière

Les propriétés physiques de la matière sont liées à la symétrie qui y règne. La théorie des 
groupes est l’outil mathématique de base permettant d’exploiter cette symétrie.

Dans la nature, l’élégance que confère la symétrie à une fleur, à un cristal de neige ou à 
d’autres systèmes physiques, est pleinement révélée par la représentation qu’en donne la théorie 
des groupes dans l’espace des états de la physique quantique, en simplifiant des calculs souvent 
très compliqués. 

Mais, et c’est là qu’on en découvre toute sa beauté, la théorie permet aussi de prévoir sans calcul 
un certain nombre de résultats.

L’étude quantique des groupes de transformation de symétries et de leur représentation dans 
l’espace des états a principalement trois objectifs :

 – caractériser les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes,
 – expliquer la levée de dégénérescence d’un niveau d’énergie, sous l’effet d’une perturbation,
 – déterminer les règles de sélection des transitions entre niveaux d’énergie.

Des exercices corrigés illustrent les différents domaines de physique quantique vus sous le prisme 
de la symétrie.

Ce livre s’adresse aux étudiants en chimie physique, en physique atomique et en physique des 
solides.
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